The final version of this thesis was lost due to software problems.
This is an old version of the thesis, recovered by an e-mail. It is not
the final version and may contain mistakes.



Matroides Respresentablés

Miguel"\Moreno
Director: Humberto_Sarria

16 de junio-de.2010

Introducciéon

En los anos 30’s el matematico Estadounidense Hassler Whitney, trabajando
en Teoria de Grafos, logré, abstraer la nocién de independencia, que se puede
encontrar en espacios veetoriales y teoria de grafos entre otros; en sus primeros
trabajos propuso dos axiomas, mas tarde vio la necesidad de.dncluir un tercero,
creando de esta manera la Teoria de Matroides. Con estoe gener6 una nueva
forma de estudiar la nocién de independencia en teorias\particularess a partir
de los resultados generales que se obtienen en la Teorfa’de matroideés.

Con este trabajo se pretende mostrar las nociones-bésicas de la (Teorfa de Ma-
troides, haciendo énfasis en los distintos tipos.devmatroides,.los cuales se dis-
tinguen por sus representaciones, y dar unas’ caracterizaciones parciales de las
matroides representables, las cuales son, porelo general;“elejemplo ideal para
explicar la teoria de Matroides. El estudiordeeste tipo-de-matroides ha.generado
muchas preguntas, la principal de ellas\es; jcudles matroides songepresentables
en un campo F?, ;cudl es la caracterizacion de este tipo de matroides?. La for-
ma en la que se da una respuesta.a este problema es a través de los menores
excluidos, al identificar los menoreés excluidos quedan identificadas las matroides
representables, esta forma“de resolver el.problema genéréumds preguntas y con-
jeturas, entre ellas la cenjetura de Rotay El nimero”de menores excluidos en
un campo finitos es finito, dada una*matroide My, jcomo se puede saber todos
los campos en los cuales es representable?; ;en qué campos es representable la
matroide U, ,,?

En la primera seccion, se presentan las nociones de matroide y sus propiedades.
En la segunda seccion, sesmuestran ejemplos de matroides, los tipos de matroides
mas conocidos, dada la nocién de miatroides representables, se muestran los teo-
remas bésicos y un procedimiento para hallar la representacién de una matroide
representable. En la tercera seéccién, se trata el problema de representaciéon de
matroides en los campos GF(2)y GF(3).



1. Preliminares

En esta seccion se presentaran nociones basicas de la Teoeria de Matroides.
Las demostraciones de los resultados clasicos ‘de la Teoxria de Matroides, se
pueden encontrar en [1], [2] o%en [3]. Los ejemplos dednatroides se hardn en
la seccién 2.

1.1. Conjuntos independientes

Definicién 1.1 Una matroide’ M es un“par ordenado (E,I), con I C P(E),
tal que:

(I-1) 0el,
(I-2) Sily eIy I, C I, entonces’ ]y € 1,

(I-3) Sily € I, I, € I § |I1] < |I2|, entonces existe e en Iy — I; tal que
Il U {6} el.

El conjunto soporte E de M se denotard como F(M) y el’conjunto de in-
dependientes se denotard como I(M), los elementos de I(M)'s¢ denominardn
independientes de M.

Se trabajard con matroides cuyo conjunto soporte E €sfinito.

Dos matroides M y N son isomorfas, si existe una.funcién

f:E(M)— E(N),

biyectiva, tal que X es independiente en My sty sélo siy (X)) es independiente
en N.

1.2. Bases

Por el axioma I-3, se puede ver que un\independiente\puede aumentar su
tamafio a partir de otro_independiente~con mayor tamatio. El conjunto I(M)
tiene un orden parcial indueido por C/Es natural preguntarse por las propiedades
de los conjuntos maximales independientes, éstosmosiguiaran hacia la definicién
de base de un matroide.

Definiciéon 1.2 En una matroide M, un elemento maximal independiente es
una base de M.

Proposicién 1.3 Si By y Bs son bases de M, entonces |B;| = | Ba|.

Proposicién 1.4 B C P(F) és el conjunto de todas las bases para alguna
matroide M, si y sélo si, B # () y cumple alguna de las siguientes propiedades,
para todo par By, By € B

(B-1) Para todo = € By, existe y € Bs tal que (By — {z}) U{y} € B. Ademads
si B; C By entonces By = By,



(B-2) Para todo x € By, existe y € By tal'que (B4 {y}) U {z} € BHAdemds
si B; C By entonces By = Bs:

El conjunto de las bases de una~matroide M sendenotara por B(M).

Proposicién 1.5 Si paraun/par de matroides My.§ My se tiene B(M;) =
B(Ms) y E(M;) = E(Mg)yentonces. My = M.

Nota: Si B(M) es un conjunto‘que satisface B=luy B-2 entonces,
I(M) ={XC&E(M): existe-B € B(M), X C B}.

1.3. Circuitos
Los subconjuntos de E gueno son independientes, se denominan elementos

dependientes de M.

Definicién 1.6 A es un circuito de una matroide M, si A~¢ I(M) y para
todoz e A, A—{z} eI

Observemos que un circuito es un elemento minimal dépendiente.
El conjunto de los circuitos de una matroide M se denotara por C(M.).

Proposicién 1.7 Un conjunto C' C P(FE) es el eonjunto de.los circuitos de
una matroide M, si y sélo si,

(C-1) hecC,

(C-2) Si C1,Cy € Cy Cy C Oy, edtonces Cp = Cy,

(C-3) Si 1,0y € Cy Cy #,Cy, entonces si ing C N Co # By existe C3 € C
tnico, tal que C3 CACPICs) — {z}.

Proposicién 1.8 Si para un par matroides My y .My, C(M;1) = C(Ms) y
E(M;) = E(M3), entonces My = M.

Proposicién 1.9 Sean M una, matroide,y av€ E(M) y B € B(M) tales
que a ¢ B, entonces existe (unyinico C €4G(M) tal que C C {a} U B.

Los circuitos conformades por un.elemento los llamaremos bucles y los con-
formados por dos elementos los{lamaremos clases paralelas. Estos dos tipos
de circuitos seran de capital importancia en el estudio de la representacion de
matroides como veremos posteriormente.

1.4. La Funcion Rango

Como vimos en las secciones anteriores, la nociéon de base e independencia
tienen una interpretacion mas amplia en la Teoria de Matroides, de manera



similar podemos desarrollar una nocién de/dimension.
Definicién 1.10 Dada una matroide M, la funcién rango de\M-es la funcién
RA<P(E(M)) =7
definida por
R(X)=maz{neZ ‘n=|I|,F&X,I € I(M)}.

Proposicién 1.11 Una funcion R : E —Z7es la funcién rango de una matroide
M, siy sélo si, R satisface.las propiedades (1) o (2) siguientes.

(1) a) 0<R(X) <|X]|, para todo X C E.
b) Si X CY C E, entonees- R(X) < R(Y).
¢) Si X, Y C E, entonces R(IXUY)+ R(XNY) < R(X)+ R(Y).
(2) a) R(0)=0,
b) SSIXCEyuxeE, entonces R(X) < R(XUzx) <RX)+1,
¢) Si X CEyuxyc€ FE tal que R(X) = R(X Y {&}) = R(XU{y}),

entonces R(X) = R(X U{z} U{y}).

Definicién 1.12 Llamaremos rango de un matroidesM al valor R(E(M)). Este
valor también lo denotaremos por R(M).

Proposicién 1.13 R(X) = | X]| si y s6lo.siX"e I(M).

1.5. Operador Clausura

Definicién 1.14 Dada una-matroide M, se define la clausura-de un conjunto
X C E(M) como el conjunte

(XY € E(M)Ys R(X U {z}) SR(X)}.

Proposiciéon 1.15 Un operador ¢l E — E-.es €l operador clausura de un
matroide M, siy sélo si, cl satistace

Cl-1 Si X C E, entonces Xo& cl(X),

Cl-2 Si X CY C E, entonces cl(X) € cl(Y),

Cl-3 Si X C E, entonces cl(cl(X)) = cl(X),

Cl-4 Si X CE,z € FE yye cel(X U{x}) —cl(X), entonces z € cl(X U {y}).

Nota: Es ficil de ver que;si y € ¢l(X), entonces cl(X U {y}) = cl(X). De ésto
se deduce que R(X) = R(cl(X)).



1.6. Generadores, hiperplanos y conjuntos cerrados

Ya definimos las nociones de independencia, base, circuitos y clausura, con
estos conceptos definiremos las'nociones de géneradores, hiperplano y conjunto
cerrado.

Definicién 1.16 En unasmatroide. M = (E, ). Un subconjunto X C E es
un conjunto cerrado de M, si cl(X)= X.

Si X es un conjunto cerrado, como R(X) < R(cl(X)), se tiene R(X U {y}) =
R(X) + 1, para todo y ¢ .X.

Definicién 1.17 En una matroide W/, un conjunto X es un hiperplano de
M, si es un conjunto cerrado y R(Xy = R(M) — 1.

En un espacio vectorial V[, si 4 es una base se tiene gen(A) = V, definire-
mos ahora una nocién similar para matroides.

Definicién 1.18 En una matroide M, un conjunto X es unigenerador de M,
sic(X)=M.

1.7. Matroide Dual

En esta seccién se daran algunos métodospara obtenér uma matroide a par-
tir de otras ya dadas.
En una matroide M, ya se han mostrado-varios conjuntos particulares que son
interesantes. Al considerar los conjuutos de la forma F(M)—1I dondé I € I(M),
se puede pensar en las matroides.que’se pueden‘ebtener a partir.de estos conjun-
tos, en otras palabras, las matroides N paratlas cuales B(V)y'C {X C E(M) :
existe I € I(M), X = E(M)/~1}. En particular se trabajaran con la menor de
estas matroides, la mayor'de éstas es 1a, matroide cuyafinica base es E(M), esta
matroide es P(E(M)).

Proposicion 1.19 En una matreide M, el‘conjunto
B*(M).={X CEM)\B(M)\X € B(M)}.
es el conjunto de las bases para alguna matroide.

Definicién 1.20 Dada una~matroide M, se define su matroide dual M* co-
mo la matroide cuyas basesison los elementos de B*(M).

Noétese que (M*)* = M.



Proposicion 1.21 Para una matroide M, se tienen las’ siguientes“equivalen-
cias:

1. X es independiente en M, si"y sélo si, F(M) — X es un generador de M*.

2. X es un generador enM, si y sélo.siy, E(M) — X es un independiente de
M*.

3. X es un hiperplano en M, si yis6lo si, E(M)» X es un circuito de M*.

4. X es un circuito en Mssi y'sélo si, F(M) — X es un hiperplano de M*.

La proposicién 1.21, sera=muy util en la demostracién de algunos teoremas de
representabilidad de matroides que présentaremos en la seccion 3.

1.8. Restriccién de una matroide

El operador de clausura, permite obtener una matroide a partir de la clausura
de un conjunto, cambiando el conjunto soporte por ¢l(X) y los independientes
por I(M) N P(cl(X)), lo cual permite determinar la funcién rango de la ma-
troide. Esta observacién conduce a la siguiente definicién.

Definicién 1.22 Dada una matroide M y un conjunto'X; se define la restriccion
de M a X como el par M|X = (X, I|X), donde

11X = {I C X : I UM}

Proposicién 1.23 Si M es una matroide ywX C E (M), entonces M|X es una
matroide.

Definicién 1.24 La eliminacidnide) X de M yes el par M\ Xo\=(E(M)\X, A),
donde
A=A{TeI(M)<InX =0}.

Proposicién 1.25 Si X G E(M), M\X ses una matroide.
Proposicién 1.26 Para una matroide M y unteonjunto X C E(M),

M\X = MJE(M)\X.

1.9. Contraccién de unaimatroide

La restriccion de una matreide no es la inica matroide que se puede definir
en el conjunto E(M) — X, pararun conjunto X dado.

Definicién 1.27 Dadawuna matroide M y un conjunto X, se define la con-
traccion de X por M como el par M/X = (E(M)\X, A), donde.

A={ICEM\X:I€I(M)ANTUX € I(M)}.



Proposicién 1.28 Para una matroide My un conjunte’X C E(M); M /X es
una matroide.

Proposicién 1.29 Para una matroide M y.un eonjunto XuC FE (M),
M/ X =(MFA\X)*.

la Proposicién 1.29, serd” de gran utilidad para demostrar que si un matroide
es representable sobre un campo F, entonces. cualquier contraccién desde el
matroide también lo es (Ver-corolario 2.8).

1.10. Menores de una matreide

Ya se mostraron dos operacienes'que se pueden efectuar sobre una matroide;
la restriccién y la contraccion~Em el siguiente teorema se muestra como se rela-
cionan estas dos operacionges.

Proposicién 1.30 Si X*A'Y = {), entonces (M\X)/Y = (M/Y)\X.

Definicién 1.31 Una matroide N es un menor de una matreide M, si existen
conjuntos disjuntos X,Y tales que N = (M\X)/Y.
Noétese que M es menor de M, pues M = M /(\D.

1.11. Suma directa de matroides

Aparte de las matroides que se pueden‘obtener de unaxmatroide dada, usan-
do operaciones como la restriccién o la eontraccién, también se pueden.construir
nuevas matroides a partir de dos matroides dadas.

Definiciéon 1.32 Sean N y M ‘matroides dadas, con conjuntos soporte dis-
juntos. Se define la suma directade M y N'Gomo el par

M@ N = {(BIN)UE(M), 4 UL,) : I, € IM);T, € I(N)}.

Proposicion 1.33 Si M, N son. matroides con.conjuntos soporte distintos, en-
tonces M @ N es una matroide:



2. Matroides representables

Esta seccion tiene como objetivo, presentar algunos ejemplos de matroides
representables, dichos ejemplosg noes serviran en la,seccién 3\para-caracterizar las
matroides representables sobreslos campos finitos GF(2)y GF(3).

2.1. Matroides vectoriales

Hasta el momento, se ha dicho que los espacios vectoriales y las matroides

tienen mucho en comin, a eentinuacion se mostrara el porqué de esta afirma-
cion.
En un espacio vectorialide*dimensiénufinita con base {vy,va,...,v,}, todo vec-
tor w, se puede representar comon—tupla (ai,as,...,a), Y i a;v; = w. A
partir de esta representacion se‘pueden construir las matroides vectoriales tal
como indica el siguiente resultado.

Proposicién 2.1 Dada una matriz A, la pareja ordenada (C,I), donde C' es
el conjunto de columnas de A y los elementos de I son los subconjuntos de C'

linealmente independientes, es una matroide. Esta matroide la,denotaremos por
M(A)

En una matroide vectorial, todo elemento de E(M) e§ representado por una
columna de la matriz A.

2.2. Matroides graficas

Dado un grafo G = (V, A), donde<V \es ‘el conjunte de vértices y A ¢l'conjunto
de aristas. Se puede obtener una/matroide a partir de este grafo, tomando los
independientes como los subconjuntos X de A, que no contienew circuitos. Esta
matroide la denotamos por M(G).

Proposicién 2.2 Dade/un grafo (V3A)y la pareja“ordenada (A,I), donde I
es el conjunto descrito anteriormente; es una matroide.

Proposicién 2.3 El conjunto de“circuitos‘de (A4, I) es el conjunto de circuitos
de (V, A).

Diremos que una matroide M es grdfica, si existe un grafo G = (V, A) tal
que M es isomorfa a M(G).

Ejemplo 2.4 En este ejemplo se mostrard una matroide gréfica y una con-
traccién de dicha matrgide:



En el grafo con representaciéon matricial

= )
= O
=0 = O
QA= = =

se denotaran las aristas de la siguiente manera:(q = {1,2}, b := {1,4}, ¢ :=
{2,4}, d .= {3,4} y e := {2, 3}(Ver figura 2.1}

1 a 2

b c e

4 d 3
Figura 2.1

De este grafo se obtiene la matroide M con,

B(M) ={{a,b,d},{a,b,e},{a,c,d},{a,c, e}, {ase, d}, {c, b, d},{cyb, e}, {e, b,d}}.
Consideremos la matroide M/{c}, la cual tiene’como bageitodo I € I(M), tal

que T U {c} € I(M). De aqui se tiene R(I)'< 2, R(M/{c}y = 2; B(M/{c}) =

{{a,d},{a, e}, {b,d}, {b,e}}, esta matroidetambién s grdfica, pues el grafo con

representacion matricial

0 2 0
2 0 2
0 240

es isomorfa a M/{c}.

b e
Figura 2.2



2.3. Matroides representables

Diremos que la matroide M es representable sobre el campg F, si existe una
matriz A, con entradas en F tal que’la matroide generada poriA es isomorfa a
M.

Proposicion 2.5 Toda niatroide vectorialies una matroide representable.

Nota: Si M es una matroide comyun bucle {a}, yyuna clase paralela {b,c},
M es representable | si y sélo sty M\{a,c} es¥epresentable, ya que si A repre-
senta a M\{a, c}, entonces la‘matriz [A 0. c,| representa a M.

En adelante, asumiremos, que las matroides que estudiaremos no tienen bucles,
ni clases paralelas.

Proposicion 2.6 Toda matroide gréfica es representable sobre cualquier cam-
po.

Sea M una matroide grafica, generada por G, al darle direccién a todas las aris-
tas, se obtiene un digrafo G."Con este digrafo se genera una matriz A, tal que A
tiene |E(M)| columnas, ‘eada una representa un elemento de E(M), y ademds
tiene |V (G)] filas, cada una de las cuales representa un vértice)de G. Tomamos
ay;e; = 0, si la arista e; no sale ni llega al vértice vy, y, dy, ¢,”= 1 si la arista
e; sale del vértice v; y Gy, e, = —1, si la arista e; llega. al, vértice v;: Si M’ la
matroide generada por A, es facil ver que C(M) = C(M’) y por la proposicién
1.8 se tiene M’ = M.

Proposicion 2.7 Si M es representable, entonees M* es representable.

Es f4cil ver que, si M es representable, éntonces M\ X tdmbién es representable.
De aqui, si M@ N es representable endF,\entonces May. IV son representables en F.

Corolario 2.8 Si M es repregentable sobre F,‘entonces M/X ‘es representable
sobre F.

Corolario 2.9 M es répréesentable sobre ', si y s6loSi,)todo menor N de M es
representable sobre F.

En el capitulo 3 estudiaremossla representabilidad de una matroide investigando
si sus menores son representables.

2.4. Construccion de una matriz de representacion

Si la matriz B se obtiene deJa matriz A a partir del intercambio de columnas
o filas, entonces las matroidesique generan son isomorfas.
Si se usan operaciones elementales para efectuar combinaciones lineales entre
las filas de A, se obtiene™una matriz B que genera una matroide isomorfa a la
generada por A.
Dada una matriz A que genera una matroide M de rango r, podemos asumir

10



que las primeras r columnas de A son/linealmente independientes..Si"operamos
las filas e intercambiamos columnasde modo tal que se obteriga una matriz

I. B . ¢ .
B = < OT Bl> . Por las observaciones anteriores, B y A generan matroides
2

isomorfas, ya que By = 0.

Por lo anterior, si M es-una matroide’tépresentable‘en un campo F, entonces
existe una matriz B = (IT Bl) que-genera a M. -Si dada una matroide M, tal
que se puede construir la matriz By M serd representable.

Si {e1,ca,...,cn} son las columnas de B, por el\Proposicién 1.9 existe un inico
circuito C; tal que C; C {cy; 63, .<., ¢, ¢; Jopara r < i. La matriz D(B) es la ma-
triz de tamafio X n cuya‘entrada (j,4) €s Oysic; ¢ Ciy (4,4) es 1, si¢c; € C;. Es
sencillo probar que, si Tas matrices Bi= (Ir Bl) y B' = (IT Bi) representan
matroides isomorfas y el isomorfismo ‘es la identidad, se tiene D(B) = D(B’).
Esta matriz la notaremos por D(Mp), donde B es la base representada por las
matriz I,.. A continuacion se-mostrarda un método con el cual se puede construir
la matriz B, a partir de la ‘matriz D(Mpg), si la matroide M es representable en
F. Nétese que para toda matroide M, la matriz D(Mpg) siempre existe, y ésta
es facil de construir a partir de una base B de M.

Construccién de B

A partir de la matriz D(Mp) se construye el grafo G(D(Mp)), el cual tiene
vértices {c1,¢2,...,cn} v aristas {c;,¢;}, si la entrada (4,7) es unosen D(Mp).
Siendo B’ una base de la matroide generada por<G(D(Mpg)), se hace la matriz
B; con entrada iguales a cero en (j,i) si D(Mp) tiene un ceroven la entrada
(4,1), un uno en la entrada (j,1) si {c;, c;} @B’ y€l resto dejentradas de By son
incégnitas.

Nétese que una matriz A de tamafio4r X », cuyas eolummnas son las“Columnas
de (IT Bl) , tiene determinante cére.o distinto de*ecero dependiendo de si las
columnas de A son una base dd M, cada determinante es4gual a cero (una
ecuacién) o distinto de cero (fina inecuacién), per lo que al sacar los determi-
nantes de todas las posibles matrices A<se ‘Obtiene un<sistema de ecuaciones,
este sistema de ecuaciones tiene solucién en el cuerpo F, si y sélo si, M es rep-
resentable en F.

Ejemplo 2.10 La matroide U, es la matroide donde E(U,,) = ny X €
B(Uyp), sty sélo si, | X| =" Esta matroide se llama matroide uniforme de
rango r y tamano n.

Se mostrara que la matroide Us , es representable en I, si y sélo si, |F| > n—1.
Si |[F| > n — 1 la matriz

1 o1 1 1 1 --- 1
0.1 )1 2 3 4 -+ n-1
genera una matroide isomorfa a Us ,,, por lo que serd representable en F.

Si Us,4, es representable en F, es ficil ver que, si n = 2 se tiene |F| > 1=mn —1;
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si n > 2 se sabe que
11 1 - 1
D((UQ,n){O,l}) 7 <1 1 % - 1)
el grafo bipartito G(D((Uagt)jo,11)) es {{¢; e} : j €40,1} i > 1}, de donde

{{ej, ¢} =014 > 1L}U{es, c3} esauna base de estesgrafo, y por tanto toda
matriz que represente a M, se puede.llevar a la forma

1 0 141 1 1 = 1
0 1,1 X1 T2 Xz .\ ¢ Tn—2 ’

A:(l 1)7
Tj X4

0# |A| = z; — xj, y los i 5.son _distintos. Por otra parte, si

11
= 2)

0 # |A| = z;, y los s son distintos de cero. Por tdltimo, si

1 1
A(l .’Ei>’

0+# |A| =2;—1, y los xy, son distintos de uno, por lo que {0, Wayas, ..., x, —
2} CF. |F| >n—1.

Noétese que, si

Detalles del método

En la descripcion que se hizo del método de construceién, se mostré que si
B = (Ir Bl) y B = (IT B{) représentan matroides isomorfas,y el isomor-
fismo es la identidad, se tienesS)(B) = D(B); nétese que B"= (I, Bi) y
B = (IT Bi) pueden representar matroidéssisomorfas y elisomorfismo puede
ser distinto de la identidadj\por lo que no se puede asegtirar que D(B) = D(B').
Este hecho se puede vet dela siguiente manera, al ¢ambiar la base con la cual
se construyé la matriz By’entoncestla matriz D(B) puede cambiar.

Por otra parte todos los pasos_que sé llevan ateabo en el método estan justifi-
cados a excepcién de asegurar que, si

B=(I5 B,

existe una matriz B}, qué tiene entradas iguales a uno en las entradas que cor-
responden a los elementos de alguna’base de la matroide que genera G(D(M)g)

y
By= (I, By)

generan matroides isomorfas, esto se asegura con la siguiente proposicién.

Proposicion 2.11 Sea
B=(I, B)

12



una representacién de una matroide M<en‘elcuerpo Fypaxa toda base{by, ba, ..., b}
de G(D((B1))B) y toda l—tupla ordénada (a1, az, . "ya;), con a; #0)existe una
matriz Bs tal que la entrada cortespondiente a b;. es a; y

B = (I« BJ)
genera una matroide isomorfa a la generada por B¢

Con esto se concluye que, dada una represéntacion B de una matroide M,
existe una representacién Bl= (IT Bg) de M, donde By se obtiene aplicando
el método descrito anteriormente.

2.5. Representacion de algunas matroides importantes

Existen dos matroides F;y F7 las cuales tienen representacién en campos
muy particulares.
Ambas matroides tienen el mismo conjunto soporte, este es

E(F7)=E(F;)={1,2,3,4,5,6,7},

ambas matroides tienen rango tres y no tienen clases paralelas, se diferencian
Unicamente en una base. Para describir estas matroidésyse mostrard=euales son
sus circuitos de tres elementos; esta descripcién es.completa, pues de esa infor-
macién se obtiene B(M), la cual es tnica para cada matroide:

Los circuitos de tres elementos de Fy son {15622}, {1,5,3}41, 7,4}, {2,4,3},
{2,7,5}, {3,7,6} y {4,5,6}.

Los circuitos de tres element6s de F7 son {1,6,2}, {1,5,3}, {1,7,4}, {2,4, 3},
{2,7,5} y {3,7,6}.
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la tinica diferencia en estas dosmatroides es el circuito {4, 5,6}.

Es facil ver que, si se elije la base {1,2,3}, se obtiene

1
D((F7)q1,2,3)) = D((F7 ){1,2,3)) = i

=)
— o
o~ =

Proposicion 2.12 F; es representable en el campo F,si v solo siF-tiene ca-
racteristica dos.

Prueba

Es facil ver que los circuitos {1,5,3}, {1,672} {2,4,3}, {277,5}, {1,7,4} v
{3,7,6}, son conjuntos de columnas linealmeénte dependierite-de (13 D((F7){17273})) ,
ahora, si F tiene caracteristica 2, entonces las columnas.4,-5, 6 forman un con-
junto linealmente dependiente y esos son’los unices ‘\conjuntos linealmente de-
pendientes de (Is  D((F7){1,2,31))% ©sta matriz representa 4 Fy/si F tiene
caracteristica 2.

Para mostrar que, si F; és’representable en [F, entonces I tiene caracteristi-
ca dos, procedemos usande el métodetdescrito anteriermente.

Al obtener G(D((F7)q1,23)) se tiene ‘que {{caci}s{ci,cs},{e1,c6},{c1,er},
{ca,c7},{c3,c7}} es una base de la’matroidesgrafica de este grafo bipartito.
Segun el método, toda represéntacion se puede lfevar a la forma

QI O
T =

1
1
1

O A

Como {1,7,4} es circuito, sestiene que la matriz

o O
Q = O
— = =
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debe tener determinante cero, 1 (11 =1 a) = 0,"de'donde 1 —a'=0, a = 1.
Por otra parte {2,7,5} es un circuitopse tiene qué lasmatriz

0 1 1
1 01
0 b1

debe tener determinanteicero, 1 * (Ix -1 b) =0, de’donde 1 —b =0, b = 1.
Por tltimo {3,7,6} es un circuito, s tiene que la matriz

0 1 1
0 ¢~
1. 01

debe tener determinante cero, 1 41 *1 —1x¢) =0, de donde 1 —¢ =0, ¢ = 1.
Como toda representacién en F'se puede llevar a la forma (Is  D((F7){1,2,31))
y {4,5,6} es circuito, entonces

01 1
1 01
1 1 0
tiene determinante cero, esto es —1 % (1 %0 — 1% 1) + L1 1 —1%0) = 0,

1+ 1 =0. F tiene caracteristica dos.

Corolario 2.13 F es representable sobre un campo F, si y. s6lo)si, F tiene
caracteristica distinta de dos.

Prueba

En la Proposicion 2.12 se mostré que toda‘tepresentacionten F se puede llevar
a la forma (I3 D(Fy)) usando los cireuitos {1,7,4},{2,7,5} y.{3¢7,6} que
son también circuitos de F; y comewnD((F7)(1257 )= D((F;){12,4)) se con-
cluye que toda representacién se(puede llevar la forma (56 <D((F7)(1.2,31)).
A diferencia de la Proposicién 2.12, en F. {4, 5/6} es basespor lo que

— v O

e,
0~1
10

tiene determinante distinto deCero, esto es —1%(1x0—1%1)+1*(1x1—1x0) £ 0,
141 # 0. [ tiene caracteristica distinta de-dos.

Corolario 2.14 Existen.matroides quexno son representables en ningtin campo.
Prueba

La matroide M = F; @ F, es.una de estas matroides. Supongamos que existe
un campo F en el cual M eswrepresentable. Se tendra que F; es representable
en F, por el corolario 2,23%F tiene caracteristica distinta de dos, de donde F»
no es representable, pero, F7 es un menor de M lo cual contradice el Corolario 2.9.

Se puede ver que todo menor propio de F; es representable en un campo de
caracteristica distinta de dos.
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3. GF(2)y GF(3)

Por el Corolario 2.9, una matroide es representable, si y«<sélo si, todos sus
menores son representables. Esta eSTuna forma decaracterizar las matroides que
son representables en un campo; existen matroides como F%, ‘que no son repre-
sentables en un campo F-pero‘todos sus‘menores propios si'lo son, las matroides
con esta propiedad se denominan los-menores excluides del campo F.

La forma de caracterizar la representacion de matroides en un campo es: M
es representable en F, si y sdlo, si, no tiene menores isomorfos a los menores
exclutdos de F.

El matematico Rota conjeturd que el mimero de menores excluidos es finito en
un campo finito.

Las demostraciones de los teoremas 3.3 y 3.7 son las mismas demostraciones
que aparecen en Matroid Theory, James Oxley, pero hechas en detalle.

3.1. Lo Menores.excluidos de GF'(2)

Antes de mostrar cudles son los menores excluidos de GF(2)y'sé mostrard una
caracterizacion diferente que ayudara a mostrar cudles son 1os menores excluidos.

Proposicién 3.1 M es representable en GF(2), si yisélo si, para.todo par
de conjuntos C' € C(M) y C* € C(M*) se cumplé que |C N C*}| es par.

Proposicién 3.2 Si en la matroide M existen’'C € C(M).y C* € C(M*),
tales que C' N C* # (), entonces existe una matroide N +quie.€s un menor de M
y C N C* es circuito generador de N y N*,

Teorema 3.3 M no es representable en GF(2), si y sélo si, tiene un menor
isomorfo a Us 4.

Demostracion

Usando el Ejemplo 2.9, cemo,2 < 3, entonees Us 4 no-es representable en GF(2)
al igual que cualquier matroide quetenga un menor isomorfo a él.

Sea M una matroide no repregentable en GF(2), por el Corolario 2.9 existe
una matroide N, la cual es-um menor de M que no es representable en GF(2)
y es un menor excluido de'GF'(2). Porda proposicién 3.1 existen C' € C(N) y
C* € C(N*) con |C' NC*™= | X| impaz, dé aqui X # 0. Por la proposicién 3.2,
existe una matroide N1 menor de A tal que X es un circuito generador de Ny y
Nf.Como X € C(N1), X € C(N{) y'|X| = | XNX]| es impar, por la proposicién
3.1, N; no es representable en GF'(2), como N es un menor excluido de GF(2)
se tiene N = NV;.

Al ser X circuito y genérador de N*, entonces E(N)— X es un independiente y
un hiperplano de N, por ser X circuito de N, R(X) = |X| — 1 y como también
es generador de N, R(N) = R(X) = | X|—1. Siendo Hj el hiperplano E(N)— X
se tiene R(Hp) = R(N) —1 = |X| — 2, como |X]| es impar se tiene |Hp| > 0,
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por esto Hy — y # () para todo y € HgiAl ser Hp<unyindependientey Hy — y
es también independiente. Por las ‘prepiedades de™la clausura Hy » vy C Hy,
entonces cl(Hy — y) € cl(Hy) = Hy, por lo que cl(Hy — y) =Hp="y, Hy — y es
un conjunto cerrado.

Sean Hy, Hs, ..., H,, los hiperplanos que<contiene a Hyp yiSea x € X, x € H;
y « € Hj, por la definicién de”Hj se tiene que ¢, j # 0,.como (Hy —y)Ux C H;
y (Ho —y) Uz C H; entonces

cd((Hy<y)Ux) C c(H)= H;
c((Ho—y)Uzx) Cel(H;) = H,
como Hj — y es un flat}Se tiene

R((Ho —y) Ux) =3R(Ho) = R(H;

I
=
=

de donde
H; C cl((Ho —y)Uwx)

y

H; Ccl((Hy—y)Uux).
Por lo que H; = cl((Hy —y) Ux) = Hj, i = j. De lo amterior y dado que
para todo z € X el conjunto cl((Hy — y) U z) es unchiperplano, se.tiene que
{Hy,Hs,...,Hy,} es una particién de X.
Si X C H;, se tendria cl(X) C cl(H;), como X esigenerador y H; ‘es hiperplano,
y asf E(N) C H;, lo cual es una contradicciénde’donde X' &, X N H;. Por la
definicién de Hg, X N H; # 0, de lo anteriorise tiene que/H; parte en dos a X,
de donde (E(N)— H;)N X # () y es interseceion del circuite X y por.ser H; un
hiperplano, (E(N) — H;) € C(N*), por la proposicién 3.2, existe una matroide
Ny menor de N, tal que (E(N) — H;)A X es un genterador y un’ eircuito de N
y de N3.
Como H; divide en dos a X, entonges |(E(N)=H)NX| < | X}y (E(N)—H;)NX]|
es par, de lo contrario, per.la proposicién 3.1, No neiseria representable en
GF(2), pero como es unymenor de Ny N es un menor excluido, se tendria
N = N, pero como H; parte en doS a X, (E(N)“H;) N X es circuito e inde-
pendiente de N, lo cual no puede pasar.
Por lo anterior y dado que X“es impar, se obtiene que |X N H;| es impar y
UL, (XNH;) =X, |X| =%, zN H;|eomo es suma de impares, m debe ser
impar y como H; divide & X~¢én dos, m'> l'se concluye m > 2.

En la matroide N/(Hy — y), los eonjuntos H;\(Hy — y) tienen rango uno y
son conjuntos cerrados ya que.son hiperplanos. Como R(Hy —y) = R(N) — 2,
entonces 1 < R(N/(Hp — y)hyspor definicién, si I € I(N/(Hy — y)), entonces
ITU(Hy—vy) € I(N), dedonde R(I) < R(N) — R(Hy —y) = 2. Se concluye que
R(N/(Ho — y)) = 2. Como todo H;\(Hy — y) es un conjunto cerrado, la ma-
troide R(N/(Hy—y)) tiene por lo menos cuatro conjuntos cerrados, siendo estos
F\,Fs,...,Fyq1 de donde N/(Hy — y)|{ f1, fo, f5, fa}, con f; € F;, es isomorfo
a Uz 4, pero como N es un menor excluido, N es isomorfo a Us 4.
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3.2. Los Menores excluidos de’'GF(3)

Al igual que en el caso GF(2); antes de mostrar cudles son]losimenores ex-
cluidos de GF(3), se enunciarén algunas proposic¢iones, que permiten efectuar
el anélisis para la demostracion del teorema 3+7.

El método usado en la demostracién delteorema 3.7, ‘estel mismo método que
usan Geelen, Gereds y Kapoor [4] en.la,caracterizacién de los menores excluidos
de GF(4).

Proposicién 3.4 Si M es una matroide no_representable en GF(3), entonces
existe una matroide M’ para la cual existen a y b con las siguientes propiedades:

1. E(M) = E(M').

2. M\{a} = M"\{a}, M\{bY'= M\{b} ¥ M\{a,b} = M"\{a,b}.
3. {a,b} no es un circuito de”M, ni de M’.

4. M’ es representable en GF(3).

Proposicién 3.5 Si M y M’ son un pareja de matroides gueccumplen los nu-
merales de la proposicién anterior. Entonces, M no es representable en GF'(3).

Proposiciéon 3.6 Si M y M’ son un pareja de matroides que~cumplen los
numerales de la Proposicién 3.4 y M es un menger excluido. Entonces R(M) =
R(M'") = 3 y existe Z C E(M) que es una base deM o de M y un circuito e
hiperplano de la otra matroide.

Teorema 3.7 Los menores excluidos ¢n'GF(3) son Uz s,/ Us 5, Fr.y<F3.
Demostracion

Sea N un menor excluido de dé GF'(3) distinto _de Us 5, Us ssd” 0 F7. Por
la Proposicién 3.4, existen elementos a,b en E(N) y unawmatroide M tal que
N\{a} = M\{a}, N\{a} = M\{b}, N\{a,b} = M\{a,b} yiM es representable
en GF(3). De la Proposicion 3.5, la pareja (N, M) €3 una pareja minima que
cumple con estas propiedades, todos las parejas (N, M), donde N’ C N y
M' C M, Ny M’ son representables en GF(3).\Por la Proposicién 3.6, existe
un conjunto Z C E(N) tal quetZ es base de M o N y un circuito e hiperplano
de la otra matroide. Una matroide se obtiene.de la otra, al relajar el hiperplano
Z, Z es un independienté.en.una y en la otra no, y R(N) = R(M) = 3.

Sean P € {N, M} la matroide tal que.Z es un circuito de Py Z = {a,b,z}
y P’ la matroide que se obtiene/al relajar Z. Al ser P de rango 3, entonces
E(P) tiene por lo menos 4 elementos. Deben existir bases Bj, Ba, B3 tales
que a,b € By, a,z € Bao-y'2,b € Bs, si E(P) tuviera sélo 4 elementos,
B(P) = {{a,b,c},{a,z,c},{z,b,c}, } y P = Us 4, pero P es representable por

1 0 0 0
01 01
0011
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y Ua,4 es representable en GF(3), por<lo‘que E(P) > 5.

Si {a,b, z} es el unico circuito de trésvelementos dé Py entonces PL=Us 5 = N,
esto contradice la escogencia de(N,jen P existe un circuito<U=qgue contiene a
{¢,d} y de tamanio tres cuya interseccién con.Z esdistinta dewacfo. Supongamos
CNZ = {z} y por la Proposicion 1.7 este seria {c, d, z}. Si{cid, a} fuera circuito,
por la proposicién 1.7, seytiene que {¢/b, 2}, {c,a,2};{d, b, 2} y {d, a,z} serfan
circuito, esto es P = U; sylo cual contradice la escogeneia de P. Por el momento
los tnicos circuitos son {c,d, z} v fa,b,z}; sLE(R) = 5, entonces P con sus
Unicos dos circuitos es representable por

1 0 070 1
0 1,.0%1 O
0. 0vVI 1 1
y P’ es representable por
0 0 0 1
01 0 1 -1
0 01 1 1

Esto contradice la escogencia de N, N es P o es P’. De donde\E(P) > 6.
{a,b,z,d,c,e} C E(P). Si e no pertenece a ningtn circtito,de tres elementos
entonces P|{a,b,c,d, e} = Us 5, que contradice la eleecién’de N. Existe por lo
menos un circuito C' de tres elementos que contiene a{e}, si z/€\Cyen P el
conjunto {b, e, z} es circuito o el conjunto {c, e, z} es circuito. Si {bye, z} es cir-
cuito, entonces por la Proposicién 1.7 {b, e, z }4es-un circuito,(pero se tendra que
si E(P) =6, Py P’ son representables por

10 0,401 —1

01 001 1 1

00 1 0.0
y

1000 —1 1070

01 0. .11 1|

00 r 9 1 -1

respectivamente, de donde E(P)> 7,{a,b, z,dsese, f} C E(P),si f no pertenece
a ningun circuito de tres elemeéntes, con P|{a,b, z/d, ¢, f} se hace el mismo an4li-
sis que con P|{a,b, z,d, ¢, e} y Se tiene que‘existe un circuito C’ de tres elementos
el cual contiene a {f},si.2.€ C’', entonces C' = {d, f,z} o C' = {¢, f, 2}, pero
si E(P) =17, Py P’ son‘representables por

1000 -1 1 -1 -1
010 1 1 1 1
00O 1 1 0 0 -1
y
100 -1 10 O
010 1 11 1
001 1 1 1 -1
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respectivamente. Por lo que F(P) > 8siéndo g el nuevo,elementos al’tepetir el
procedimiento con P|{a,b, z,d, ¢, g} Sestiene que ¢ €std en por 16 mienos un cir-
cuito de tres elementos, pero en e§te ¢ircuito ng puede estar z4ya-gue de estarlo,
por la Proposicién 1.7 P|{a, bz, e, g} = Us 5, ya'que todoswsus subconjuntos de
tres elementos son circuitos, el otro caso¢s P|{g, z,d, csf}.

Hasta aqui, se ha mostrado gue existe in elemento g que -€std en algin circuito
de tres elementos y z noyesta en dicho'circuito. Dado-que existe ese elemento,
se puede asumir que, cuando se toma un elemento,e tal que existe un circuito
C' de tres elementos y z ¢ C. Entonces E(P) >6,C ¢ {{e,c,d},{a,e,b}}, delo
contrario existirfa el circuito de tres elementos que contiene a z y a e; de donde
se puede asumir C' = {a,, ¢}yde este modo-P’|{a,b,e,d, z} = Us 5, lo cual con-
tradice la escogencia de“[V, entonces €xiste otro circuito de tres elementos en P
que contiene a e y no contiene a z‘ui a’c, debido a la restriccion, si este circuito
fuese {a, e, d}, por la Proposicién 1.7 se tendria que {a, d, c} es un circuito, ya se
mostré que esto implica que<P tiene un menor isomorfo a Us 5; se concluye que
los circuitos de P de tresselementos son {a,b, z}, {a,e,c}, {d,c,z} y {d,b,e}, P
es la matroide generada por el grafo K4, por la Proposicién 2.4 esta matroide
es representable, pero P’ es representable por

1001 10
010011
0 01 101

esto contradice la eleccién de N, E(P) > 7.

{a,b,c,d,e, f,z} C E(P). Si f no estd en ningin circuito de tres elementos, en-
tonces P'|{a,b,e, f, 2z} = Us 5 esto contradiee 1a eleccién de NV, existen circuitos
de tres elementos a los cuales pertenecef; ‘Al analizar™P[{a,b, c, d,f+z} tal y
como se analizé P|{a,b,c,d, e, z}, sewbtiene que entre\{d, f, d} y £byf,d} hay un
circuito y entre {a, f, c} y {b, f, cf Tiay otro circuito. Si los cireuitos'son {b, f,c}
y {a, f,d} por la proposicién L:7-como {b, e, c} 7{a, e, d} son citeuitos, entonces
{e, f,c}t v {e, f,d} también serén’ circuitos y al’aplicar de nuevo la proposicién
1.7, se tiene que {e,d, c} esicircuito pero=ya se habia'visto que esto no puede
pasar. Si los circuitos Sen™{a, f,c} ¥ 4a,f,d}, por 1a proposicién 1.7 se tiene
que {a,d, c} también es circuito pére se habia viste due esto no podia pasar. Se
concluye que los circuitos son {a; f, ¢} y {b, f,d}:

El conjunto {e, f, z} es circuite o iidependiénte. Si fuera independiente, entonces
P'|{a,b, f,e, z} = Us 5 que'contradice la eleccién de N, de esto se concluye que
{e, f,z} es circuito, pero=se tendrd que P|{a,b,c,d,e, f,2} = F; lo cual con-
tradice la eleccion de N.

Se concluye que los menores excluidos en GF'(3) son Us 5, Us 5, Fr y F3.
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4. Tabla de Simbolos

M|X
M\X
M/X

Mo N

Conjunto soporte de la matroide M.
Conjunto'de’/independientes de la matroide M.
Conjunto de las.bases de la matroide M.
Conjutno de los circuitos de-la matroide M.
Rangoide el subconjunto X C E(M).

Rango de el conjunto E(M).

Clausura'de el subconjunto X C E(M).
Matroide dual de la matroide M.
Restriccion e M a X.

Eliminacién de X de M.

Contraccion de X por M.

Suma directa de M y N.

Matroide vectorial‘génerada por laimatriz A.
Matroide gréfica generada por el grafo G.
Matroide uniforme de rango r y tamano n.
Matroide de Fanor

Matroide no-Fano.

Campo, finito de k.¢lementos.
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