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Algunas definiciones y teoremas tomados de Essential Stability Theory, Steven
Buechler y de Fundamentals of Stability Theory, John T. Baldwin, para la ex-
posicién final del curso Tépicos Avanzados en Légica de la Universidad Nacional.

1. Superestabilidad

Definiciéon 1.1 Una teoria T es superestable si, existe un cardinal A; tal
que, para todo A > A1, T es A-estable.

Definicién 1.2 \(T') es el menor cardinal, si es que existe, en el cual T es
A-estable.

Definicién 1.3 x(T) es el menor cardinal infinito tal que para cualquier suce-
sion {A; : i < k(T)}, con, si i < j < k(T) entonces A; C A;, y todo tipo
pE Ui<H(T) A;, entonces existe un j tal que p|A;11 no bifurca sobre A;.

Definicién 1.4 En una teoria estable, para todo tipo p € S(A) se define
mult(p) = [{g € S(C : p C g, ¢ no bifurca sobre A)}|. u(T') es el menor cardinal,
talque para todo tipo completo p, u(T) > mult(p).

Lema 1.5 u(T) < X(T).

Lema 1.6 \(T) < 2%

Prueba

Como ya se habfa visto, |S(A)| < |A|T] = |A]¥0, en particular 280 = (2R0)Xo
Teorema 1.7 (Espectro de estabilidad) Si T es estable, T es A-estable

siy solo si A = A(T) + A<#(T),
La demostracién de este teorema se base en los dos siguientes lemas.

Lema 1.8 Si A < A<*(T) entonces T no es A-estable.

Lema 1.9 Si T es estable y A > A\(T') y A = A<*(T)entonces T es A\-estable.
Prueba



Sea A un conjunto de cardinalidad A, entonces para todo tipo p € S(A) es
una extensién no bifurcante de p|B para algin B C A de cardinalidad menor
a < k(T). Entonces |S(A)] < numero de subconjuntos de A con cardinalidad
menor a k(T)x numero de tipos sobre un conjunto de cardinalidad menor a
w(T) x 1u(T)

IS(A)] < A<HT) x \(T) x u(T) = \.

Teorema 1.10 De las siguientes afirmaciones siempre se cumple una y sola-
mente una.

1. T es X-estable en todo A.

2. T es A-estable si y solo si A > 280,
3. T es A-estable si y solo si A = ANo,
4. T no es estable.

Prueba

Si A(T) = N, entonces T es estable en todo cardinal. Si A(T") > ¥y entonces
existe un conjunto |A| = Ry con [S(A)| > Vg, como [S(A)| < 2% implica
|S(A)| = No, entonces |S(A)| = 2%, A\(T) > 2% y por el lema 1.6 se tiene
AT) = 2%. Como #(T) = Xy o k(T) = X, entonces por el teorema del espectro
de estabilidad, A = 280 4+ \<®o o \ = 28 4 \<®1 (e la primera se tiene como
solucién A > 2%y en la segunda, la solucién es ANo.

Teorema 1.11 Si T es estable y no es superestable, entonces si N; < A < A¥]
T no tiene un modelo saturado de tamano A.

Teorema 1.12 Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. T es superestable.
2. k(T) = w.

3. Existe un cardinal A talque para todo 6 > A y toda sucesién {M; : i < ¢}
creciente de modelos saturados, entonces | J, 5 M; es saturado.

Prueba

(1) = (2) Sea A un cardinal con cofinalidad w y con A > A;. Al ser T super-
estable, T es \-estable, por el teorema del espectro de estabilidad,

A= \T) 4+ M) como \; > \(T), entonces A = A<F(T) < XS (T < w,
K(T) = w.

(2) = (1) Si A > A(T), A = A<%, de donde A = \(T) + X\*T), por el lema 1.9 T
es A-estable y T es superestable.

(3) — (1) Si T no es superestable, existe un cardinal A > A\(T) tal que T no es
A-estable, por el teorema 1.10, Xg < A(T) < A < A¥, por el teorema 1.11 T' no
tiene modelos saturados.



(1) = (3) Como T es superestable, entonces para todo 6 > A(T) y toda suce-
sién {M;};<s de modelos saturados, siendo M la unién de la sucesién; sea
A<|M|=Xype S(A), si A es regular entonces existe un i tal que A C M;,
por lo que p € S(A), existe una realizacién en M;, M es saturado; en adelante
se trabajara con A singular, sea r € S(M) una extensién no bifucante de p, por
existencia en simples, existe un conjunto Ay C My finito, tal que r no bifurca
sobre Ag; al ser T' superestable entonces k(T') = w, por lo que existe el conjunto
E = {e; : i < A} tal que e; € M4 y satisface r|M;. Se elije Ey C E tal que
t(A, E U Mp) no bifurca sobre Ey U My, como |Ey U My| < k(T) + |4|, E — Ey
es distinto de vacio, existe un elemento e en E — Ey que cumple por simetria,
t(e, By U AU Mp) no bifurca sobre Ey U My, de igual forma t(e, Eg U M,) no
bifurca sobre My, por transitividad, t(e, Eg U AU Mj) no bifurca sobre My, pero
r|Mpy es estacionario, por lo que e realiza a r, e realiza a p. M es saturado.

Existe una cuarta equivalencia la cual es, T es superestable si existe un mod-
elo limite de cardinalidad mayor que |T|T, y este en unico, para esta equiva-
lencia hay que definir el modelo limite a modo tal que se pueda entender la
demostracion, a diferencia de el teorema 1.12 la demostraciéon de una de las
direcciones esta equivalencia no se usa la definicién de teoria superestable si no
la equivalencia 3) del teorema 1.12



