TUTORIAL: LA FUNCION EXPONENCIAL

MIGUEL MORENO

ABSTRACT. En este tutorial se da una introduccién a la funcién exponencial,
su definicion por series de potencias, su derivada y algunas propiedades.
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1. INTRODUCCION

La funcién exponencial es una de las mas 1tiles en matematicas, esta tiene aplica-
ciones en calculo, dlgebra y hasta en combinatoria. Muchas veces estas aplicaciones
se explican sin ahondar en su origen, esto se puede deber a muchas razones como
falta de tiempo, objetivos de la clase, etc. Esto origina muchas preguntas en los
estudiantes tales como ;Por qué es tan util la funcidon exponencial?, ;De donde
nace el numero e, ;Como se calcula la derivada de la funcion exponencial?, etc. En
este tutorial vamos a responder algunas de estas preguntas.

Usualmente la funcién exponencial se explica como la potenciacién de la con-
stante e. Con esta definicién es facil ver que algunas propiedades da la funcién
exponencial son ciertas, tales como

=1

ST = e%eY.

)

Por otro lado, esta definicion de la funciéon exponencial no es 1til para calcular la
derivada de la funcién exponencial
de®
de
Claramente para responder estas preguntas de una manera sencilla, vamos a nece-
sitar una definicion equivalente de la funcién exponencial. Para ello usaremos una
serie de potencias para definir una funcién f : R — R por series de potencias que
cumpla las siguientes propiedades:
(1) e’ =1,
(2) % =eo.
Luego mostraremos que esta funcion es la funcién exponencial y probaremos algunas
propiedades de la funcién exponencial.

e”.

Estructura del tutorial. Las primeras dos secciones estan dedicadas a los resul-
tados necesarios para las siguientes secciones. En la tercer seccion definiremos la
funcién por series de potencias. En la cuarta seccién calcularemos su derivada y
mostraremos que es la funcion exponencial. En la quinta seccién probamos algunas
propiedades de la funcién exponencial. La sexta seccion esta dedicada a la funcion
inversa de la funcién exponencial. La séptima seccién esta dedicada a la funcién
exponencial en los nimeros complejos. Este tutorial termina con unos ejercicios en
la octava seccion.
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2. PRELIMINARES

Notacién. Vamos a denotar por {a; };en la sucesion ag, a1, ag, . . ., donde los niimeros
a; son reales.

Vamos a denotar por Z?:o a; la suma ag + a1 + ...+ a,. Decimos que una serie
converge si existe un numero L tal que lim,, . Z?:o a; =L

Vamos a denotar por Z;’io a; la suma infinita ag + a3 + a2 + ... y por ende
>icoa; = L. Decimos que la serie definida por {a;};en es la suma y .2 a;.

Para todo numero real z, denotaremos por |z| el valor absoluto de z,

T, if z > 0;
@] = .
—z, ifr <O.

Para todo numero entero positivo denotaremos por n! el factorial de n,
nl=1x2x3x--x(n-1)xn.

Para cero definimos 0! = 1.
Para todo par de niimeros naturales 0 < k << n denotaremos por (Z) el numero

n!
El(n — k)"

La funcién logaritmica natural esta definida como

ln(a):/1 %dm.

Resultados previos. Los siguientes resultados seran ttiles durante el tutorial.

(1) Para todo entero positivo n se cumple la siguiente identidad

" — yn _ ($ _ y)(xn—l =+ xn—Qy + xn—3y2 N nyn—?) + xlyn—Q + yn—l).

lim — =0
T—00 T
(3) Para todo n entero, la derivada del polinomio P(x) = 2" es na"~*.
(4) La derivada de g(x) + f(z) es ¢'(z) + f'(x).
(5) La derivada de g(x)f(z) es ¢'(z) f(z) + g(z) f'(x).
(6) Si g(x) es tal que ¢'(z) = 0, entonces existe un numero real ¢ tal que
g(z) = ¢ para todo z.

(7) El termino (x + y)" se expande como

i (Z) :L,kyn—k.

k=0
3. CRITERIO DEL COCIENTE

En esta seccién estudiaremos el criterio del cociente para determinar si una serie
converge. Empecemos por mirar ejemplos de series.
Empecemos por la serie definida por los naturales, esta es la serie definida por

la sucesién {i}ien,
o0
D i
=0

, es facil ver que esta serie crece de forma infinita. Para ver esto tomemos un
. s . n+1 - .

numero entero cualquiera n, es facil ver que )\ a; > n. Por lo que si esta series

fuese convergente, lim,, 5o Z:'L:o a; = L, L seria un numero mayor a cualquier otro

numero natural lo cual es imposible.
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Ahora miremos la serie definida por la sucesién {37 }ien,

o0

1
?.

i=0

Tomemos la suma de los primeros n elementos de la sucesion,

n

1
2i
0

7=

1—
1—

o]

y multipliquemos por 1 =

)

NI

i;_(l—%)(1+%+2%+2%+--~+%>
i 1
¢:02 1—5

Aplicando la identidad (1) de los resultados previos obtenemos que

n

3 1 (-0 +5+m+m+-+m) 1" -y

9i 1 - 1
i:02 1-3 1-3

Desarrollando la fraccién obtenemos lo siguiente

n 1 1 1 1 2
1 1" _logm _logm 2-gm _, 1
i _1 P 1 - 7 on”
i:()2 1 2 2 2 1 2

n 1 . n 1
Ahora que tenemos una formula para calcular ) ", 57, podemos calcular lim,, o0 > ;" 57-
Sabemos que las potencias de dos crecen de forma infinita, en otras palabras si 4
tiende a infinito entonces 2° tiende a infinito. Por la identidad (2) de los resul-
tados previos, si ¢ tiende a infinito entonces % tiende a cero, en otras palabras
lim;_, Qi =0, lo que implica
n
lim - =2
n—o00 A
i=0

Concluimos que
oo

1

? =
=0

co 1
i=0 z?

Ejercicio 3.1. Mostrar que para todo r > 1, la serie converge.

Como hemos visto hay series que convergen y tienen un valor definido pero otras
no. Como vimos usamos muchas ideas para saber si las series convergian o no, pero
hay ciertos criterios que nos ayudan a determinar de manera mas sencilla si una
serie converge o no.

Criterio del cociente. Sea Y .~/ L una serie donde a; # 0 para todoi >0y

=0 a;
el limite
|ant1]

lim ——
n—o00 |ay,|

existe. Sea

lim Lnﬂl =A
oo |an]

el criterio del cociente nos dice lo siguiente:
e Si A <1 entonces > =,

. o0
e Si A > 1 entonces }_,~ .- no converge.
e Si A =1 entonces el criterio no aplica, toca usar otros métodos..

L converge.
a;
1
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Estudiemos la convergencia de la serie > % usando el criterio del cociente.
Para ello tenemos que determinar el limite
Przad

lim Ln{l' = lim 7T
n—o00 |an| n—soo |27|
Desarrollando las fracciones tenemos
1
SATT 2m 1 1
lim @: T C A N (I

por el criterio del cociente concluimos que la serie converge.

Ejercicio 3.2. Usar el criterio del cociente para mostrar que la serie Y ;" i no
converge.

Como podemos ver el criterio del cociente es muy util y rdpido para determinar
si las series convergen.

4. LA SERIE DE POTENCIAS

En esta seccién definiremos una funciéon usando una serie. Hasta el momento
hemos visto series convergentes que representa un numero, un unico valor, esto se
debe a el hecho que solo hemos visto series definidas por sucesiones {a; };en en las
que para todo i, a; es un numero real. Pero que pasaria si a; fuese una funcién en
x (a; = gi(x))?

Empecemos por un ejemplo sencillo, definamos la sucesién {a; };cn por a; = zi
La serie definida por esta sucesién es >~ %, como vimos en la seccién anterior si
x = 2 entonces la serie converge a 2. Podriamos definir la funcién

o0
1
fl@)=) —
xZ
i=0
lo tinico que tendriamos que hacer es definir su dominio, en otras palabras, encontrar
. . [o'e) 1 . . .
el conjunto {r € R | la serie )~ = converge}. Por el ejercicio 3.1, sabemos que
o0
para todo r > 1, >~ 711 converge.

oo 1
i=0 ri

Ejercicio 4.1. Mostrar que Y
r<1,302, % no converge.

={r € R|r > 1}. Basta con mostrar que si

Ahora que tenemos nociéon de como definir una funcién usando una serie, defi-
namos la siguiente funcién

Pa)=3 "
=0

solo nos falta encontrar su dominio, {r € R | la serie Y_° & converge}. Usemos
el criterio del cociente, para ellos miremos el limite

Tn+1
. Ap41 . n+1)!
lim lania| = ljm DY
n— 00 |a,n| n—oo L
n:
Desarrollando la fraccién obtenemos
. An+1 . r
lim ! = lim .
n—oo ‘an‘ n—oo N + 1
Notemos que r es constante en lim,, ., ﬁ, entonces lim,, ., n%_l = 0. Por el
. . . . T
criterio del cociente concluimos que para todo numero 7, Z;’io ~5 converge y el

dominio de F(z) es R.
Por ultimo notemos que F(0) = 1, tal y como queremos.
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Ejercicio 4.2. Hallar el dominio de la funcion

n

Glz)=Y" %
=1

5. DERIVADA DE F

En esta seccién usaremos la derivada de F(z) para mostrar que F(z) = e”.
Para calcular la derivada de F'(x) debemos calcular la derivada de cada uno de sus
sumandos, esto lo podemos hacer usando (3) en los resultados previos:

o0 -1

e nxn—l "
F’ =0 = —_—
(z) + ; n! Z (n—1)!

i=1

Esto lo podemos reescribir como

n

Fl(a) = Z%

=0
de donde concluimos que F'(z) = F(x).

La igualdad F(x) = ¢*. Ya tenemos todo lo necesario par probar que F(x) = e*.

Definamos la funcién

= F(x)e™".

Calculamos la derivada de H usando (5) en los resultados previos,
H'(z) = F'(z)e™ + F(z)(—1)e™*

como F'(z) = F(x), obtenemos
H'(z) = F(x)e ™ — F(z)e " = 0.

Como H'(xz) = 0, por (6) en los resultados previos, existe un numero real ¢ tal que
H(z) = ¢ para todo z. En otras palabras, existe un numero real ¢ tal que

eIE

de donde ce®” = F(x) para todo x. Para terminar con nuestra prueba, solo nos falta
encontrar el valor ¢. Como F(0) =1y e = 1 concluimos

ce® = F(0)
c=1
de donde
xT - (I;n
e’ = F(x) = Z T
i=0

Ahora que tenemos una funcién equivalente de la funcién exponencial, podemos
obtener una formula para el numero e,

o0
1
e= E —.
n!
i=0
Ejercicio 5.1. Calcule una aproximacion de e con cuatro decimales.

6. PROPIEDADES

En esta seccién vamos a mostrar dos propiedades de la funcién exponencial.
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Multiplicacion de la funcién exponencial. Empezaremos por mostrar la iden-
tidad e*TY = e%e¥. Por la definicion de la funcién F podemos escribir e*TY usando
series

Tty _ _ = (aj + y)n
e —F(x—i—y)—zin! .
n=0
Aplicando (7) de los resultados previos, obtenemos
I]Sk n—~k

oo n
> k=0 (Z) Y
e = nz::o n!

Reescribiendo obtenemos
k

o n T n! 5 xk:ynf
z+y _ k!l(n—k)!
=Y T
n=0 k=0
Desarrollando la expresiéon obtenemos
© k n—k
z Y
ex+y = _—
>3 (5 o)
n=0 k=0

Como podemos ver en la expresion, para toda tripla h, m,n de nimeros naturales

m

. h . .
tales que h +m = n el termino 7 - % aparece en la suma infinita, de donde
podemos reescribir la suma como sigue

x© n k n—k h m
Tty _ r Y = r v
¢ ZZ(M (n—k)!) D Wt
n=0 k=0 n,h,meN
h+m=n

Como en la suma infinita aparecen todos lo posibles valores de n y n no aparece en

h

m
el termino 7 - % por lo que podemos reescribir la suma como
o0 h e m
ety — E T E r
h! m)!
h=0 m=0

Usando la definicion de F'(z) obtenemos
et = F(x) x F(y) = e%e?.

Ejercicio 6.1. Mostrar que la funcion exponencial es inyectiva, en otras palabras
sie® = e® entonces a =b

Raiz enésima de e. Vamos a terminar con esta secciéon mostrando que para todo
- L1 .

numero entero positivo n, la ecuacién en = /e es cierta. Para mostrar esto

usaremos la identidad de la multiplicacion

n sumas

—_——
1 1 1
1\ "™ 1 1 1 -+ — + - n
(en) —En @M .- en = en n —en =1
N————

n multiplicaciones

1 .
Con esto mostramos que el numero 7 = e= es tal que r™ = e, lo cual nos dice que
r = {/e. Ahora que tenemos esta identidad podemos deducir que

_n:0 n! -

1
™

Ejercicio 6.2. Calcular una aproximacion de ex con cuatro decimales.
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7. LA FUNCION INVERSA

Para terminar nuestro estudio sobre la funciéon exponencial vamos a estudiar su
funcién inversa. Detonemos por F~! la funcién inversa de F, donde F es la funcién
exponencial escrita como serie. Por la definicion de funcién inversa, sabemos que

F(F Y (z) ==
si derivamos en ambas partes de nuestra ecuacién, obtenemos
F'(F~H(x) - (F7Y) () = L.
Como F’(x) = F(z), podemos reescribir la ecuacién como
FF H(2) (F1) (x) =1
como F y F~! son funciones inversas, obtenemos
z(F~Y(z) = 1.

Despejando obtenemos

Por otra parte, sabemos que
e =F(0)=1
por lo que la funcién inversa cumple F~1(1) = 0. Finalmente por la definicion de
el logaritmo natural tenemos
“1
In(a) = / —dx
1 X

por otro lado (F~')/(z) =1 y F~!(1) = 0, de donde

“1
ln(a)—/1 ;dx

/j Lar =P (@)

xT

a

1

“1
/ —dz = FY(a) — F7(1)
1 T
“1
/ ~dx = F~(a)
1T
In(a) = F~'(a).
Ejercicio 7.1. Mostrar que la siguiente identidad es verdadera

In(a) + In(b) = In(ab).

8. LA FUNCION EXPONENCIAL EN COMPLEJOS

Terminaremos este tutorial mirando la funcién exponencial en los complejos.
Mostraremos una aplicacion de esta funciéon para mostrar la ecuacion mas bella de
las matemaéticas.

La funcién exponencial en los complejos se puede definir usando la misma serie
que usamos en la seccién 4, la unica diferencia es que ahora la variable sera z y
puede tomar valores complejos

oo
z z"
=D
n!

=0
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Podemos ver que la derivada de de e* es e*. Pero no es la tinica forma de definir la
exponencial compleja, definamos la siguiente funciéon

h(z) = el —iz)(cos(z) + isen(z))
al derivar esta funcién obtenemos
B (2) = —ie”*(cos(z) +isen(z)) + e~ *(—sen(z) + icos(z))0
W (2) = —ie” % cos(z) +i*e " Fsen(z) — e Fsen(z) +ie”*cos(z)) =0

como h’(z) = 0 entonces h es una funcién constante. Como h(0) = e(0)(cos(0) +
isen(0)) = 1, concluimos que
eliz) = cos(z) + isen(z).
Para terminar el tutorial evaluemos la funcién exponencial en m
e'™ = cos(m) + isen ()
e =1
€mT+1=0
que es la ecuacién mas bella de las matemaéticas.

9. EJERCICIOS
Ejercicio 9.1. Mostrar que la serie Z::)io% no converge.

Ejercicio 9.2. Hallar el dominio de la funcion
> (_1)nx2n+1

9(x) = ; 2n+ 1)

Ejercicio 9.3. Derivar g(x) de el anterior ejercicio.

Ejercicio 9.4. Mostrar que el codominio de la funcion exponencial es el intervalo

(0.00).
Ejercicio 9.5. Mostrar que la siguiente identidad es verdadera
1 In(a)
In(a=) = ——.
n(at) = =
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